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A technologia és a koltségek dualitasa

1. Korabban belattuk az alabbi 6sszefliggéseket:

a) Ha a munka hatarterméké,rakkor a hatarkoéltség csokken.

b) Ha a munka hatarterméke csokken, akkbamatarkoltség.

c) Ha a munka atlagterméké,rakkor az atlagkoltség csokken.

d) Ha a munka atlagterméke csdkken, akkor az atlasg@it.

e) Az atlagkoltség-gorbe a minimuméaban metszi a hétésdkg-gorbét;, ez
megfelel annak a mar kordbban levezett megalla@iashogy az atlagtermék-
gorbe a maximumaban metszi a hatartermék-gorbét.

2. Homogén termelési fuggveny

Egy z=h(x,y) fiiggvény r-edfoki homogén ha m'z=h(mx,my), azaz ha
megszorzunk a fuggetlen valtozékat ugyanazzal msed, akkor az eredményvaltozo
értéke azm' - szorosra 6.

Specialis esetek:

a) Elséfoki homogén fuggveny, azaz=1. Ezzel mz=h(mx, my), vagyis az
eredményvaltozo értéke az ugyanhanyszoroéranint a flggetlen valtozok
értékei, igy az eredményvaltozé értéke a fliggetadozok értékeinek az
aranyatol figg.

b) O-foki homogén fiiggvény, azar=0. Ezzel z=h(mx,my), vagyis az
eredmeényvaltozé értéke nem maodosul, ha a flggetttozokat akarmilyen
nagy (kicsi) szammal szorzunk meg.

Termelési fUggvényekre alkalmazva:

A q=F(K,L) fuggvény r-edfoki homogénha m'q=F(mK,mL). Az elsfokd

termelési fuggvény esetémnq=F(mK,mL), amisl az m=% helyettesitéssel

%: F(% ,lj =f(k), ahol k = % Ebben az esetben tehat abtefjutd termelé{%)

az 1 bre juto termelési (%j fugg, illetve g-ra atrendezve, = Lf (k)

Példa: A g=+KIIL termelési fluggvény eabfoki homogén, hiszen
VAKIAL =+N°KL =AVKIL =Aq. A hozzétartozéf(k) fuggveényt is konnyen



tudjuk meghatérozni, mert % =f(k), vagyis
K L
e

A homogenitas foka egyehh skalarugalmassaggal.

Az F(K,L) termelési fiiggvény legyen r-edfoki homogén, azea = F(K,,L,),
akkor

g=m'qg, = F(mK,,mL,). (1)

TehéLtﬂ =rm'q,. (1)-l kovetkezik 3 = m"q,, vagyisﬂ =19 s ezzel
om m om m
omq (2)

A fenti képlet bal oldalan szerépkifejezés a termelésnek az m szorzotéfiyeerinti
rugalmassaga, mas szoval a skalarugalmadsbentéseHa a szorzotényér 1 %-kal
noveljuk, akkor a termelés r %-kab.n

Euler-tétel Egy r-edfokuq = F(K, L) termelési fliggvény esetén igaz, hogy

rq=FK+FL.!

Ha F(K,L) r-edfok( homogén, akkor a definicié szenntq = F(mK,mL), amiks|
= % et véve(%j q= F(% 1} kévetkezik, vagyisd " F(K,L) = F(% ,1) =£(k),

aholk = % illetve

F(K,L)=L"f (k). 3)
Ebbsl:

—E: r 1: r-lgr
FK—aK f(k)L L '(k)

és
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oF
=— ésk = L vagyis F, ésF a tke, illetve a munka hatarterméke.



F = a—IF =L (k) + L' '(k)(—%j = L [rf (k) - ' (k)K].

F K +F L =L (k)K + L Yrf (k) - £ '(k)k]L =
= L% (K)K + L (k)L — L (k)KL =
= L7 (kK + L7 (k) - L7 (k)K= L*rf (k)L = rLf (k)

amibsl (3) miatt az

rq=FK+FL. (4)
Osszefliggés adodik.
. Tudjuk, hogy adott technol6gidahoz meghatarozott skgjpsszefiiggések tartdoznak.
Példaként vegyiik & = F(K,L)=AK®L*® Cobb-Douglaséle termelési fiiggvényt.
(Emlékeztetésil: Az ,A” szorz6t altalaban a technha@adassal vagy a humékével
szokas kapcsolatba hozni, miveA >1 esetén valtozatlan 6ke- és/vagy

munkamennyiséggel nagyobb outputot lehet elérmi; pedig a termelés
tokerugalmassaga, azaz hadkeraforditast 1 %-kal ndveljik, akkor a termeté<o-

kal n3: €, _ 09K _OFK = AaK *LE Ll_ =a.) A tényed arak —p, és
© 0K qg 0Kq(q AK LT
p. — ismertek. Az optimalis tényé&elhasznélas feltétele, hogy a
, , ) , ) , . .MP,
hatartermelékenységek aranya eg§yemltényedarak aranyaval, vagylsﬁ :E—L.
K K
Mivel MP_ = F _ ke (1-a)L™ ésMP, = OF o paKeIL | ezért
oL oK
MP_ _AK°(l-a)L® _1-aK _p_
MP,  AaK®** a L p, )

Ez utébbi 6sszefuggésbadodik

K= ﬁg—L L , ami — a termelési fliggvénybe behelyettesitve:
- K

q=AK L =A{—°‘ &L} Lre =A{—°‘ &} L,
1-a pg 1-a py

illetve
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Az (5)-0s 6sszefliggést L-re atrendezve azt kapjoly

L= 1_—O(IO—"K . Ezt megint a termelési fliggvénybe behelyettegisvi€-ra
a p
atrendezve:

1-a 1-a
Q=AK“L1‘“=AK“[—1_ap—KK} :A{—l_ap—ﬂ K,
a p. a p.

illetve
1
KD:l ]'__ap_K l_aq_ (7)
Al a p

A (6) és (7) alatti eredményekkel irhaté fel a &égfliggveny:

1

1 1
_ _Pc|l-apg [*@ p.| a p_|*_ _
TC=p ,K+p L= —2% + = —= =
Ty =Tk

Latjuk, hogy az dsszkdltség-fliggvény g-ban lineéris

. Az eldzé pontot végiggondolva, K" ésL" optimalis tényedmennyiségeket a
kovetked feltételes szétgerték-feladat megoldasaval nyertink:

TC=pK+p. L - min!
mellékfeltétel:
q=F(K,L)=AK L™,
Itt nyilvdn a Lagrange-fliggvényt is lehetett volresznalni, azaz

H(K,L,A)=p K +p L +A[g-FK,L)| = min!



Az optimumfeltételekrendre:

oH
R:pK_)\FK:O

oH

oL PLTAR =0 ®)
oH

—=qg-FK,L)=0.

o A F(K.L)

Vegyiik észre, hogyi(K,L,\) Iényegében az 6sszkéltség-fliggvény.

Tudjuk, hogy az optimaliséke-, illetve munkamennyiség a termelési sdinés a
tényedaraktdl fiigg, azazK =K(q,p,.p. ), valamint L =L%q,p,.p, ). A fenti
Lagrange-flggvény ezért gy is felirhatd, hogy

H(a.pe.p.) =P K (ape.p. )+ P L (ape.p )+

+A(apep o= FK (a.py ) L (apy Py

Ha a Lagrange-fliggvényt a termékmennyiség szeevaljuk, akkor

a2 O ] i
aH(q,;;,pL):pK qu w2 +%[q_F(KD'LD)]+A{1_FKD a(; ‘Fg%q}:
— oK™ LY A o
_[pK _)\FKu]E'*'[pL —)\FLu]apK +apK [q—F(K L )]+)\.

Ebbdl (8) miatt

oH(ap.p ) _0TC _,

aq aq ’ ©)

vagyisa Lagrange-szorzé nem mas, mint a hatarkoéltség

7. Shephard lemmajaA termelési tényeyz iranti kereslet a termelési fliggvény konkrét
alakjatol fuggetlenil egyetla koltségfiiggvény tényéar szerinti derivaltjaval.

2 Koénnyen lehet arr6l megggni, hogy a fenti feltételekdh ugyanazok az optiméalisske-, illetve

munkamennyiségek kévetkeznek.



Az allitast a dkére vonatkozdéan bizonyitjuk be. Kiindul6pont a tfebagrange-,
illetve 6sszkodltség-fuggveny:

H(a.pe,p.) =P K (a,pi .. )+ P LY (ape P )+

+A(apcpa-FK (apcp )L (apcp )

Ha ezt adke ara szerint derivaljuk, akkor azt kapjuk, hogy

OH(a,p . PL) _ o0 oK™ oL aA .
=Ka,px -FK" L
o, (a.pc L)+ Py . P Tap, Ja-Flk ", L)+

—_ FLD
< 9p, opy

0 [}
.\ A{ oK oL

amibil atrendezéssel

oH(a,pe.p,) _ oK™ 1 7ol o
o =K (P b )+ [P ~AF ] 5 ™ +[p, -AF. T la-Fk° L)

Az 0sszkoltség-fuiggvény létezésére vonatkozo (8glastelek figyelembe véve:

oH(a.pe P, ) _

K(q.p..p ).
o0, (apy.p.)

ami a bizonyitand¢ allitas.

. A skala rugalmassag és a koltségek termelési ragasaga kozotti kapcsolat.

+
Az atlagkoltségek definicisiaAC = 1C = PKKFPLL A gy alatti feltételeket
q q
kihasznalva:AC =M, amil az Euler-tételt alkalmazvaC =m = Ar
q q

adodik. Tekintettel arra, hogy a hatarkoltség (Id. 6. pont), azt is irhatjuk, yog
AC =MClIr, illetve r:I\A/I—g. Ez utdébbi viszont nem mas, mint a koltségek tegmel

9TC q _MC
0q TC AC’

koltségek termelés szerinti rugalmassaga egyeml skalarugalmassag reciprok
értékével.

szerinti rugalmassaga, hiszea,., =

) 1 )
Ezert &,., ==, tehat a
A

igy a termelési fiiggvény ismerete eleggntiogy megmondjuk hany széazalékkal
novekednek a koltségek, ha a termelést egy sz&adlébveljuk. A fenti példaban

szerepd Cobb-Douglas-féle termelési fliggvény &kl homogén, azaz a
skalarugalmassag 1, ezért ezen technologiat hasezredl termelés 1 szazalékos



novelése a koltségeket szintén 1 szazalékkal fogjeelni. Amennyiben azonban a
termelési eljaras g = F(K,L) = AKJ/L fiiggvénnyel lenne leirhat6, akkor

3 3
q = F(mK,mL) = AmK~/mL = m2AK+/L =mz2q,

tehat ennél a termelési fuggvénynél a homogerﬁwsig, ezért a termelés 1 %-kos

novelése a koltségeket 0,667 %-kal néveli. A pédtiddtszik a jozan ész alapjan is
varhaté tény: minél hatékonyabb a termelés, anggimatlanabb a kéltség a termelés
novelésére.



